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Rezumat. Pentru analiza incélzirii carcaselor din materiale conductoare neferomagnetice
prin curenti turbionari se poate adopta un model foarte simplu de calcul al campului
electromagnetic, In care o solutia analitica poate fi obtinuta. Deoarece excitatia poate contine
un spectru bogat de armonice, o procedura deosebit de eficienta de determinare a pierderilor
prin conductie si a evolutiei Incalzirii carcasei este data de descompunerea problemei in serie
de functii proprii spatiale. Solutia obtinutd prin calcul este verificatd prin masuratori
experimentale.

1 Introducere

Utilizarea curentilor turbionari la conversia energiei campului electromagnetic in caldura este
frecvent aplicatd in procesele de electrotermie din ingineria electricd, avand cateva mari
avantaje: piesele pot fi incalzite volumic, adancimea de patrundere si valoarea pierderilor prin
curenti turbionari pot fi usor controlate prin frecventa si valoarea curentului sau tensiunii de
excitatie, timpii de Incélzire pot fi determinati cu suficient de buna precizie, tehnologia este
nepoluantd, etc. Un exemplu concret, aflat in atentia specialistilor din cadrul Centrului 3
Servomotoare al ICPE S.A., este incalzirea carcaselor de aluminiu, care. prin dilatare, se
monteaza peste carcasele din tole feromagnetice ale servomotoarelor fara perii.

Problemele de curenti turbionari in regim sinusoidal se rezolva in complex, prin solutionarea
unei ecuatii Helmholtz cu necunoscuta complexa. In regimul periodic, se descompune solutia
in serie Fourier, fiecare componenta fiind obfinutd prin utilizarea imaginilor in complex.
Metodele numerice utilizate pentru solutionarea ecuatiei curentilor turbionari sunt cele
diferentiale, integrale si hibride. Cea mai populara si, totodatd cea mai utilizatda metoda
numerica diferentiala este metoda elementului finit (FEM), in care solutia se aproximeaza cu
o combinatie liniara de functii de forma si se proiecteaza ecuatia diferentiald pe un set de
functii “test”. Pentru definirea functiilor de “forma” si a celor de “test”, se utilizeaza o retea
de discretizare spatiala careia i se asociaza elementele nodale sau, in structurile 3D, elemente
de muchie [1]-[3]. Metoda se remarcd prin flexibilitate, permitand calculul cdmpului
electromagnetic in aproape orice configuratie geometricd, cu medii neomogene si, uneori,
neliniare. Are dezavantajul cd domeniul de calcul este marginit si ca introduce surse de
suprafatd parazite pe interfetele dintre subdomeniile retelei de discretizare (chiar si in aer).
Dar cel mai important dezavantaj specific calculului problemelor de curenti turbionari consta
in faptul cd pentru a obtine o acuratete corespunzatoare a solutiei, reteaua de discretizare
spatiala trebuie sa fie puternic neuniforma, mult indesita 1n vecindtatea suprafetelor corpurilor
conductoare, datd fiind adancimea de patrundere a campului electromagnetic. Aceasta
neuniformitate este cu atat mai mare, cu cat frecventa este mai mare. In cazul regimului
periodic, nu mai avem controlul adancimii de patrundere si nu putem adapta finetea retelei de
discretizare.



Metoda hibrida FEM — elemente de frontiera, aplica FEM in corpurile conductoare, conditia
de frontiera rezultand prin metoda elementelor de frontierda (BEM), care trateaza solutia in aer.
Metoda nu introduce surse parazite si poate fi aplicatd in spatii nemarginite. Matricea
sistemului are dimensiuni mai mici dar se “umple” in comparatie cu FEM si isi pierde
simetria. Se pastreazd dezavantajul adaptarii retelei de discretizare la adancimea de
patrundere.

Ecuatia integrala a densitdfii de curent (ECIE) este deosebit de eficientad, avand ca
necunoscutd curentul indus in mediile conductoare, care intra direct in calcului pierderilor.
Pentru discretizarea spatiala se folosesc elementele de suprafatd (in structuri 2D), sau
elemente de muchie (in structuri 3D [3]). ECIE poate fi extinsa si la medii neliniare, folosind
metoda de punct fix a polarizatiei [4], [S]. Din pacate, si ECIE sufera de dezavantajul major al
adaptarii retelei de discretizare spatiald la adancimea de patrundere.

Metodele analitice sunt singurele care conduc la o solutie de mare acuratete a problemei de
curenti turbionari, indiferent de frecventa marimilor campului electromagnetic. Metodele
analitice nu pot fi aplicate la medii neliniare §i au marele dezavantaj ca geometria domeniului
de calcul trebuie sa fie foarte simpld, permitand solutionarea analiticAi a problemei
Sturm-Liouville [6], [7]. Trebuie subliniat faptul cd, in afara coordonatelor carteziene,
functiile proprii sunt functii speciale, care Ingreuneazd mult obtinerea rezultatelor numerice.
Cartile de matematici aplicate au acordat multa atentie studierii acestor functii, au propus
aproximatii pentru comportarea asimptotica a acestor functii speciale, precum si formule de
aproximare a valorilor proprii (vezi, de exemplu [8], [9]). Din pécate efortul de calcul al
acestor functii speciale nu justifica intotdeauna adoptarea metodelor analitice.

Si 1n cazul metodelor analitice, efortul de calcul creste atunci cand regimul este periodic, fiind
necesard descompunerea solutiei in serie Fourier si solutionarea pe armonice. Pentru
solutionarea regimului periodic, M. Vasiliu a propus descompunerea solutiei in serie de
functii proprii spatiale [10]-[14]. Din pacate procedura nu a putut fi finalizatd cu rezultate
numerice decat pentru configuratii deosebit de simple, unde au putut si fie determinate
valorile proprii. In [15] este propusd o metodd deosebit de eficienti de calcul al valorilor
proprii, bazata pe principiul contractiei si metoda propusd de M. Vasiliu, care poate fi aplicata
si la carcasele conductoare. In aceasta lucrare se foloseste metoda descompunerii solutiei in
functii proprii spatiale pentru a determina pierderile prin curenti turbionari si timpul de
incalzire al carcaselor.

2 Campului electromagnetic in carcasele conductoare
O bobina cu N spire, parcursa de curentul
sinusoidal i (Fig.1.1), inconjoara concentric carcasa ce
urmeazd sa fie 1incalzitd prin curenti tubionari.
Grosimea carcasei este g, diametrul interior a,
conductivitatea o §i permeabilitatea magnetica L,
constante In toatd carcasa. Diametrul exterior al
carcasei este b=a+g, lar lungimea ei este /.
Admitand ca grosimea g este mult mai mica decat
diametrul interior @, putem adopta coordonatele
carteziene. Intensitatea campului magnetic H este
orientata axial, pe directia axei oz,
Fig.1. Domeniul de calcul H =KkH, =kH(x,t) iar potenfialul vector A,
intensitatea cAmpului electric E si densitatea de curent
J sunt orientate pe directia coordonatei y, de exemplu, E = jE y = JE(x,t). Ecuatiile campului

electromagnetic sunt:
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In zonele lipsite de densitate de curent, intensitatea cAmpului magnetic este constanta (2), si

de aici rezultd ca intre carcasa si bobina H =4i si din (3) avem conditia de frontiera
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=1 . Integrand potentialul magnetic vector pe fata
X=g
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pentru potentialul vector la x=g: —
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interioara a carcasei, rezulta 27zaA| = 7’ Lo H | . si, tindnd cont de (3), avem conditia de
x=0 0% 1x=0

frontiera pentru potentialul magnetic vector pe fata interioara a carcasei:

A = EL(ﬁ—AJ . Inlocuind (4) in (2) si tinand cont de (3) rezulta ecuatia diferentiala a
2 My ox x=0
potentialului magnetic vector
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3 Functiile si valorile proprii
Q)

Se poate ardta usor [15] ca operatorul — este pozitiv definit si simetric pe spatiul

dx?
vectorial L2 (0,g), al functiilor cu conditii de frontiera nule. Rezultd ca exista functiile

proprii @ si valorile proprii ﬂi care verifica ecuatia
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Se deduce expresia functiilor proprii normate
sin Ay x + ay, cos Az x
O = —H——k—k (7)
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Ecuatia valorilor proprii este
al
ctg g = (8)
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Ecuatia (8) are cate o solutie pentru argumentul A, g apartinand fiecarui interval
((k—l);r,(k—l);z+%j, keN" . Notim z; =/'tkg—%—(k—l)7r, si
Zk:l(zﬂk—l)zﬁtzkj 9)
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Ecuatia (8) devine
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s1 are cdte o solutie zj € (—%,0) pentru fiecare ke N * . Putem aplica acum functia arctg in
relatia (10) obtinand ecuatia
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Functia fj este lipschitziana si uniform crescatoare, deoarece % e (1,27 +1) , unde
z
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Putem folosi metoda Picard-Banach pentru rezolvarea ecuatiei (11), cautand punctul fix al
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contractiei gy (z)=z—yy f;(z), unde ;/kzl—. Pentru fiecare numar natural k, functia
+ 7%
gy (z) are un punct fix zj, si din (9), obtinem valorile proprii Aj . Dacd oprim iteratiile din

sirul Picard-Banach la iteratia n, eroarea fata de solutia exacta zz poate fi evaluata cu relatia

Ok — (D
1-6,
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<— ,unde G = este factorul de contractie al lui g . Pentru
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k>3 sunt suficiente cel mult 4 iteratii pentru a obtine o eroare aproape nuld (< 10720 ). Pentru

valori mai mari ale argumentului (la £>3), valorile proprii se apropie de forma asimptotica
(k—Dr
j’k =

, Cu care se poate initializa sirul Picard-Banach.

3 Potentialul magnetic vector descompus in serie de functii proprii spatiale

Scriem
A(x,1) = A7 (x,0)+ 2 Cr (D (x) (13)
k

unde A4, este o componenta care preia conditiile de frontierd. O forma simpla pentru A4 ¢

poate fi: A (x,t)=q(t)(x+2LJ cu ¢q(t)= 41’(1). Inlocuim (13) in (5), tindnd cont de (6)
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si de ortogonalitatea functiilor proprii, rezultd ecuatia diferentiala a coeficientilor Cj,
Cp() _ dq dq
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unde S, =— si W= f X+— @Dpdx= . Ecuatia (14) are solutia
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0 dr
Daca dorim sa obtinem solutia periodica a ecuatiei (15), atunci punem 1in relatia (15) conditia
de periodicitate Cy (1) =C}(0), si, tindnd cont ca ¢(7)=¢q(0), avem

T
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Dupa cateva calcule [15] se obtine

A(x,t)ZﬂNli(t)(x+2a j
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3 Puterea transmisa carcasei

Media pe o perioadd a fluxului Vectorului Poynting pe suprafata exterioara a carcasei,
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orientat spre interior este P=——— J E|x gH | dt . Deoarece H =Ti si tinand cont de
(4), rezultd P=—— 2N _[ dA(g) i(t)dt . Integrand prin parti si tinand cont de periodicitatea
0
curentului $i a potentialului magnetic vector, avem
276N T
pP=-"""" j A(g ) (18)

Daca admitem variatia liniara pe portiuni a curentulul de excitatie, atunci, dupa cateva calcule
efectuate in (17), rezulta
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p=- T Z (lm+l lm)zck((m—l/Z)At)(Dk(g) (19)
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Fig.2. Curba curentului de excitatie Fig.3. Evolutia temperaturii carcasei



Aplicatia numerica a fost facuta pentru o carcasa de aluminiu cu parametrii a= 0.0565 m,

g=0.004m, =0.1m, p= 2.6-10_8Qm, u,.=1. Bobina de excitatie are 14 spire si este
alimentata de un curent cu frecventa de 12 kHz (vezi Fig. 2). Puterea activa absorbitd de

carcasd este P =2146.34W. Volumul carcasei este V =2x(a+g/2)gl=1.47x 1074 m’.
Admitand ca densitatea de masa a aluminiului este 7 =2700Kg/ m?> , deci masa carcasei este

m=0.397Kg, iar cdldura specificd este c¢=900 J/Kg/OK, rezultd ca temperatura carcasei

evolueazd conform relatiei Af = it=6.006t. In Fig. 3 este prezentati evolutia in timp a
cm

temperaturii carcasei, calculatd in ipoteza procesului adiabatic si evoulfia temperaturii
madsurata cu ajutorul unei termocamere in infrarosu.

5 Concluzii

Lucrarea prezinta o metoda analitica de determinare a solutiei problemei de curenti turbionari,
a pierderilor si a incalzirii carcaselor conductoare neferomagnetice. Avantajul metodei consta
in faptul cd acuratetea solutiei nu depinde de forma si frecventa curentului de excitatie. O
parte din marimile ce intervin in expresia solutiei depind doar de parametrii geometrici si de
material ai carcasei i se pot utiliza pentru orice forma a curentului de excitatie.
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