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Rezumat. Pentru analiza încălzirii carcaselor din materiale conductoare neferomagnetice 
prin curenţi turbionari se poate adopta un model foarte simplu de calcul al câmpului 
electromagnetic, în care o soluţia analitică poate fi obţinută. Deoarece excitaţia poate conţine 
un spectru bogat de armonice, o procedură deosebit de eficientă de determinare a pierderilor 
prin conducţie şi a evoluţiei încălzirii carcasei este dată de descompunerea problemei în serie 
de funcţii proprii spaţiale. Soluţia obţinută prin calcul este verificată prin măsurători 
experimentale. 
 

1  Introducere 
 

Utilizarea curenţilor turbionari la conversia energiei câmpului electromagnetic în căldură este 
frecvent aplicată în procesele de electrotermie din ingineria electrică, având câteva mari 
avantaje: piesele pot fi încălzite volumic, adâncimea de pătrundere şi valoarea pierderilor prin 
curenţi turbionari pot fi uşor controlate prin frecvenţa şi valoarea curentului sau tensiunii de 
excitaţie, timpii de încălzire pot fi determinaţi cu suficient de bună precizie, tehnologia este 
nepoluantă, etc. Un exemplu concret, aflat în atenţia specialiştilor din cadrul Centrului 3 
Servomotoare al ICPE S.A., este încălzirea carcaselor de aluminiu, care. prin dilatare, se 
montează peste carcasele din tole feromagnetice ale servomotoarelor fără perii.  
Problemele de curenţi turbionari în regim sinusoidal se rezolvă în complex, prin soluţionarea 
unei ecuaţii Helmholtz cu necunoscută complexă. În regimul periodic, se descompune soluţia 
în serie Fourier, fiecare componentă fiind obţinută prin utilizarea imaginilor în complex. 
Metodele numerice utilizate pentru soluţionarea ecuaţiei curenţilor turbionari sunt cele 
diferenţiale, integrale şi hibride. Cea mai populara şi, totodată cea mai utilizată metodă 
numerică diferenţială este metoda elementului finit (FEM), în care soluţia se aproximează cu 
o combinaţie liniară de funcţii de formă şi se proiectează ecuaţia diferenţială pe un set de 
funcţii “test”. Pentru definirea funcţiilor de “formă” şi a celor de “test”, se utilizează o reţea 
de discretizare spaţială căreia i se asociază elementele nodale sau, în structurile 3D, elemente 
de muchie [1]-[3]. Metoda se remarcă prin flexibilitate, permiţând calculul câmpului 
electromagnetic în aproape orice configuraţie geometrică, cu medii neomogene şi, uneori, 
neliniare. Are dezavantajul că domeniul de calcul este mărginit şi că introduce surse de 
suprafaţă parazite pe interfeţele dintre subdomeniile reţelei de discretizare (chiar şi în aer). 
Dar cel mai important dezavantaj specific calculului problemelor de curenţi turbionari constă 
în faptul că pentru a obţine o acurateţe corespunzătoare a soluţiei, reţeaua de discretizare 
spaţială trebuie să fie puternic neuniformă, mult îndesită în vecinătatea suprafeţelor corpurilor 
conductoare, dată fiind adâncimea de pătrundere a câmpului electromagnetic. Această 
neuniformitate este cu atât mai mare, cu cât frecvenţa este mai mare. În cazul regimului 
periodic, nu mai avem controlul adâncimii de pătrundere şi nu putem adapta fineţea reţelei de 
discretizare. 



Metoda hibrida FEM – elemente de frontieră, aplică FEM în corpurile conductoare, condiţia 
de frontieră rezultând prin metoda elementelor de frontieră (BEM), care tratează soluţia în aer. 
Metoda nu introduce surse parazite şi poate fi aplicată în spaţii nemărginite. Matricea 
sistemului are dimensiuni mai mici dar se “umple” în comparaţie cu FEM şi îşi pierde 
simetria. Se păstrează dezavantajul adaptării reţelei de discretizare la adâncimea de 
pătrundere. 
Ecuaţia integrală a densităţii de curent (ECIE) este deosebit de eficientă, având ca 
necunoscută curentul indus în mediile conductoare, care intra direct în calcului pierderilor. 
Pentru discretizarea spaţială se folosesc elementele de suprafaţă (în structuri 2D), sau 
elemente de muchie (în structuri 3D [3]). ECIE poate fi extinsă şi la medii neliniare, folosind 
metoda de punct fix a polarizatiei [4], [5]. Din păcate, şi ECIE suferă de dezavantajul major al 
adaptării reţelei de discretizare spaţială la adâncimea de pătrundere. 
Metodele analitice sunt singurele care conduc la o soluţie de mare acurateţe a problemei de 
curenţi turbionari, indiferent de frecvenţa mărimilor câmpului electromagnetic. Metodele 
analitice nu pot fi aplicate la medii neliniare şi au marele dezavantaj că geometria domeniului 
de calcul trebuie sa fie foarte simplă, permiţând soluţionarea analitică a problemei 
Sturm-Liouville [6], [7]. Trebuie subliniat faptul că, în afara coordonatelor carteziene, 
funcţiile proprii sunt funcţii speciale, care îngreunează mult obţinerea rezultatelor numerice. 
Cărţile de matematici aplicate au acordat multă atenţie studierii acestor funcţii, au propus 
aproximaţii pentru comportarea asimptotica a acestor funcţii speciale, precum şi formule de 
aproximare a valorilor proprii (vezi, de exemplu [8], [9]). Din păcate efortul de calcul al 
acestor funcţii speciale nu justifică întotdeauna adoptarea metodelor analitice. 
Şi în cazul metodelor analitice, efortul de calcul creşte atunci când regimul este periodic, fiind 
necesară descompunerea soluţiei în serie Fourier şi soluţionarea pe armonice. Pentru 
soluţionarea regimului periodic, M. Vasiliu a propus descompunerea soluţiei în serie de 
funcţii proprii spaţiale [10]-[14]. Din păcate procedura nu a putut fi finalizată cu rezultate 
numerice decât pentru configuraţii deosebit de simple, unde au putut să fie determinate 
valorile proprii. În [15] este propusă o metodă deosebit de eficientă de calcul al valorilor 
proprii, bazată pe principiul contracţiei şi metoda propusă de M. Vasiliu, care poate fi aplicată 
şi la carcasele conductoare. În această lucrare se foloseşte metoda descompunerii soluţiei în 
funcţii proprii spaţiale pentru a determina pierderile prin curenţi turbionari şi timpul de 
încălzire al carcaselor. 
 
2 Câmpului electromagnetic în carcasele conductoare 

O bobina cu N spire, parcursă de curentul 
sinusoidal i (Fig.1.1), înconjoară concentric carcasa ce 
urmează să fie încălzită prin curenţi tubionari. 
Grosimea carcasei este g, diametrul interior a, 
conductivitatea σ şi permeabilitatea magnetică μ, 
constante în toată carcasa. Diametrul exterior al 
carcasei este gab += , iar lungimea ei este l. 
Admiţând că grosimea g este mult mai mică decât 
diametrul interior a, putem adopta coordonatele 
carteziene. Intensitatea câmpului magnetic H este 
orientată axial, pe direcţia axei oz, 

),( txHH z kkH ==  iar potenţialul vector A, 
intensitatea câmpului electric E şi densitatea de curent 

J sunt orientate natei y, de exemplu, ),( txEEy jjE

 
Fig.1. Domeniul de calcul 

 pe direcţia coordo == . Ecuaţiile câmpului 
electromagnetic sunt:  
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În zonele lipsite de densitate de curent, intensitatea câmpului magnetic este constantă (2), şi 

de aici rezultă că între carcasa şi bobină i
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3 Funcţiile şi valorile proprii 

Se poate arăta uşor [15] că operatorul 
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Se deduce expresia funcţiilor proprii normate  
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Ecuatia valorilor proprii este 
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Ecuaţia (8) are câte o soluţie pentru argumentul gkλ  aparţinând fiecărui interval 
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Ecuaţia (8) devine 
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Funcţia  este lipschitziană şi uniform crescătoare, deoarece  kf dz
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Putem folosi metoda Picard-Banach pentru rezolvarea ecuaţiei (11), căutând punctul fix al 
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3 Potenţialul magnetic vector descompus în serie de funcţii proprii spaţiale 
 
Scriem 
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Dacă dorim să obţinem soluţia periodică a ecuaţiei (15), atunci punem în relaţia (15) condiţia 
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După câteva calcule [15] se obţine 
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3 Puterea transmisa carcasei 
 

Media pe o perioadă a fluxului vectorului Poynting pe suprafaţa exterioară a carcasei, 
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Dacă admitem variaţia liniară pe porţiuni a curentului de excitaţie, atunci, după câteva calcule 
efectuate în (17), rezultă 
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4 Exemplu  
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Fig.2. Curba curentului de excitaţie Fig.3. Evoluţia temperaturii carcasei 



Aplicaţia numerică a fost făcută pentru o carcasa de aluminiu cu parametrii a= 0.0565 m, 
g= 0.004 m, l= 0.1 m, ρ = , m2.6·10-8Ω rμ = 1. Bobina de excitaţie are 14 spire şi este 
alimentată de un curent cu frecvenţa de 12 kHz (vezi Fig. 2). Puterea activă absorbită de 
carcasă este . Volumul carcasei este . 

Admiţând că densitatea de masă a aluminiului este , deci masa carcasei este 

, iar căldura specifică este , rezultă că temperatura carcasei 

evoluează conform relaţiei 
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=Δθ = . În Fig. 3 este prezentată evoluţia în timp a 

temperaturii carcasei, calculată în ipoteza procesului adiabatic şi evoulţia temperaturii 
măsurată cu ajutorul unei termocamere în infraroşu. 
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5  Concluzii 
Lucrarea prezintă o metodă analitică de determinare a soluţiei problemei de curenţi turbionari, 
a pierderilor şi a încălzirii carcaselor conductoare neferomagnetice. Avantajul metodei constă 
în faptul că acurateţea soluţiei nu depinde de forma şi frecvenţa curentului de excitaţie. O 
parte din mărimile ce intervin în expresia soluţiei depind doar de parametrii geometrici şi de 
material ai carcasei şi se pot utiliza pentru orice formă a curentului de excitaţie. 
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